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Boolesche Algebra %TXEE?ESH
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Benannt nach seinem Entwickler, einem englischen
Mathematiker: George Boole (Mitte des 19. Jahrhunderts)

Es gibt nur zweil Werte
— Wert 0: falsch bzw. false (kein Strom, keine Spannung)
— Wert 1. wahr bzw. true (Strom, Spannung)

Grundlage flr die Digitaltechnik (heutige Rechner-Hardware)

— Verstandnis der booleschen Algebra ist Voraussetzung fir die
Konstruktion und den Bau von effizienten Strukturen und Schaltungen
zur Verarbeitung binarer Grof3en

Boolesche Algebra liefert Rechenregeln zur
— Mengenlehre (Mengen)

— Aussagenlogik (Aussagen)

— Schaltalgebra (Digitale Schaltungen)
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Boolesche Basisoperatoren
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OR-Operator (logische Summe, Disjunktion): OR, +, v

AND-Operator (logisches Produkt, Konjunktion): AND, -, A, leer

NOT-Operator (Invertierung, Negation): NOT, —, —,
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Boolesche Variable

Wahrheitstabelle
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e OR, +, v
— Gesamtverkntpfung ist wahr, wenn nur eine der verknupften
Einzelbedingungen wahr ist

— Gesamtverkntpfung ist nur dann falsch, wenn alle verknupften
Einzelbedingungen falsch sind

— Beispiel: (Alter > 14) + (Korpergrof3e > 1,40 m)

e AND, -, A, leer

— Gesamtverkntpfung ist wahr, wenn alle der verkntpften
Einzelbedingungen wahr sind

— Gesamtverkntpfung ist nur dann falsch, wenn mindestens eine der
verknupften Einzelbedingungen falsch ist

— Beispiel: (Alter = 18) - (Alter < 30)

e NOT D e
— Ergebnis ist wahr, wenn der Wert nicht wahr ist und umgekehrt
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 OR mittels Parallelschaltung
BatterieII

—o/o— ® Lampe
—o/o—

Schalter 1 und 2

e AND mittels Serienschaltung

Batterie
|
'

Lampe

- oo

Schalter 1 und 2
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e Sel B eine Menge und seien
+: B X B - Bund
-: B X B - B und
—: B - B
drei Operatoren auf B.

e (B,+,,—) heil3t boolesche Algebra, wenn die Axiome der
booleschen Algebra erfillt sind.

e Beispiel:

- ({0,1}, +,, —) ist eine boolesche Algebra (Nachweis: Ubung)
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NETLE Formeln

Kommutativgesetze Xo X1 = X1Xp Xo+ X1 = x1 + Xp
Assoziativgesetze (X9 X1)X93 = x0(x1X3) (xp+x1) + x5 = x¢ + (X1 + x3)
ldempotenzgesetze Xg Xo = Xp Xo + X9 = X
Distributivgesetze Xo(x1+x3) = Xx9x1 + X0x2  xg + (X1x2) = (xg+x1)(X0+x2)
Netraulitdtsgesetze xo1=xp xo + 0 = x
Extremalgesetze X0 0=0 xXo+1=1
Doppelnegationsges. Xo = Xp

De Morgan Gesetze Xo X1 = Xy + X7 Xo+Xx1=X5 X1
Komplementargesetze XoXg =0 Xo+XxX9=1
Dualitatsgesetze 0=1 1=0
Absorptionsgesetze Xo + (X0X1) = X Xo(Xo+x1) = X
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Xo X1 XoX1 XoX1 X0 X1 X0 —+ X1 X0 + X1 Xp + X1 X0 X1 Xo X1
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e Eine Funktion f: B" — B heil3t n-stellige boolesche Funktion

 Wir betrachten:
B = {0,1}, also f:{0,1}"— {0,1}

» Einstellige Boolesche Funktionen

Boolescher Bezeichnung
01 | Ausdruck

Nullfunktion
f1 01 X0 |dentitat
fo 10 Xo Negation
f3 11 1 Einsfunktion

* Wie viele Funktionswerte kann eine n-stellige boolesche
Funktion haben? 22"

Prof. Dr. Klaus Volbert Grundlagen der Informatik WiSe 2010/11, 20./21.10.2010



Zweistellige Boolesche Funktionen E?&EB?EEH

SCIENCES
0101 | Boolescher Verknipfung Bezeichnung
0011 | Ausdruck

0000 Nullfunktion
f1 0001 X X1 xo AND x4 Konjunktion
f2 0010 XoX1 xo AND NOT x4 1. Differenz
fs 0011 X 1. Identitat |
f, 0100 Xox1 NOT xo AND x; 2. Differenz gs::tfgiiame
fs 0101 X1 2. ldentitat
fe 0110 XoX1+XoX1 xo XOR x4 Antivalenz N
f 0111 Xo + X1 xo OR x4 Disjunktion Einfache Funktionen
fs 1000 Xo T X1 xo NOR x4 Negatdisjunktion Mt AND, OR, NOT
fo 1001 (Xp+x1)(xo+x7) X © Xq Aquivalenz
fio 1010 X1 NOT x4 2. Negation F.unktionen, die sich
fi1 1011 Xo + X1 X1 = Xg 2. Implikation aus AND, OR, NOT
fi, 1100 Xo NOT x, 1. Negation bilden lassen
fiz 1101 Xo + X4 Xo — X1 1. Implikation
fia 1110 XoX1 xo NAND x4 Negatkonjunktion
fis 1111 1 Einsfunktion
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,Wenn, dann“-Logik, Beispiel H

* Aussagenlogik
— ,Wenn es regnet, dann muss ein Schirm aufgespannt werden*

— Wenn es nun nicht regnet, so ist die Aussage immer erfullt,
unabhangig davon, ob der Schirm aufgespannt ist oder nicht.
Regnet es und der Schirm ist aufgespannt, so ist diese Aussage
naturlich auch erfullt. Nicht erftllt ist diese Aussage also nur dann,
wenn es regnet und es ist kein Schirm aufgespannt.

Xo »€S regnet”

0
0 1 1
1 1 1
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o Satz: Alle 2-stelligen booleschen Funktionen kdnnen mit
Hilfe von AND, OR und NOT dargestellt werden

o Satz: Alle 2-stelligen booleschen Funktionen kénnen
entweder mit Hilfe von NOT und AND, oder mit Hilfe von
NOT und OR dargestellt werden _

— De Morgan/Doppeltes Negationsgesetz: e =

o Satz: Alle 2-stelligen booleschen Funktionen kénnen
entweder mit Hilfe von NAND oder mit Hilfe von NOR
dargestellt werden

 Was ist die wesentliche Folgerung aus dem letzten Satz?

— Alle Schaltnetze kdnnen aus einer einzigen Art aufgebaut werden
(NAND- oder NOR-Gatter)
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 NAND-Gatter

A— &
- -

=Y

IEC 60617-12

 NOR-Gatter

IEC 60617-12

A —

B_

}out

US ANSI 91-1984

A
Bj()—out

US ANSI 91-1984

}Y

DIN 40700 (vor 1976)

}Y

DIN 40700 (vor 1976)
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* Alle n-stelligen booleschen Funktionen mit n = 3 kénnen

durch Verknupfung 2-stelliger boolescher Funktionen
realisiert werden

e Dualitatsprinzip

— Alle Rechenregeln behalten ihre Gultigkeit, wenn man die Rollen von
AND und OR und von 0 und 1 vertauscht

Beweisidee:
Axiome sind symmetrisch bzgl. (O und 1) und (AND und OR)
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Seien x,, ..., x,,_1 Boolesche Variablen
x; heil3t positives Literal, x;heil3t negatives Literal

Eine Klausel (Disjunktionsterm) besteht aus der Disjunktion
von endlich vielen Literalen und ist ein Boolescher Ausdruck
der Form

Kt — (lo \ ll V...V lm—l) mit
L€ |i€{0,..,.n—1}} U{x |i€{0,..,n—1})

Ein Boolescher Ausdruck in Konjunktiver Normalform (KNF)
ISt eine Konjunktion von Klauseln:

S
/\k
t=1

Beispiele: (xg v x1 Vv X3), (X3 vV X5) A (X7 V X3)
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Satz: Jeder Boolesche Ausdruck kann in konjunktiver
Normalform dargestellt werden

Anmerkungen:
— Eine KNF ist in i-KNF, wenn jede Klausel maximal i Literale enthalt
— Analog lasst sich die disjunktive Normalform (DNF) definieren

— Boolesche Ausdricke, die in KNF oder DNF vorliegen, konnen direkt
In ein zweistufiges Schaltnetz Uberfuhrt werden

Erfullbarkeit

— Ein boolescher Ausdruck (in KNF/DNF) heil3t erftllbar, wenn es eine
Belegung flr xy, ..., x,,_1 gibt, die den Ausdruck wahr macht (Wert: 1)

Beispiele:
— Sind die folgenden booleschen Ausdricke erftllbar?
(X vV X1V X3), (X2 vV X5) A (X2 V X3), (X2 V X5) A (X2 V X5)
Vorschau Erfullbarkeitsproblem:
SAT= {K |K ist erfiillbarer boolescher Ausdruck in KNF}, SAT ist ,schwer"
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« Gegeben: f:{0,1}"- {0,1}%
Schaltnetz, das die Funktion implementiert
(Zusammenschaltung von Gattern)

e Gesucht:

{0,1}"

—

Schaltnetz

?

—> o1

e ... oder umgekehrt: Schaltnetz gegeben, Funktion gesucht
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