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Entwicklung von Algorithmen

• Algorithmen stehen im Mittelpunkt der Informatik

• Hauptziel beim Entwurf von Algorithmen
– Korrekte Problemlösung (totale Korrektheit)

• Terminiertheit: Der Algorithmus endet für jede spezifizierte Eingabe
• Partielle Korrektheit: Der Algorithmus liefert für jede spezifizierte Eingabe 

das geforderte Ergebnis

• Nebenziel beim Entwurf von Algorithmen
– Effiziente Problemlösung hinsichtlich Zeit und Platz

• Interessant sind meist nur effiziente Algorithmen

• Wesentliche Effizienzmaße
– Rechenzeitbedarf

• Zeitkomplexität: Zählen der atomaren Schritte
– Speicherplatzbedarf 

• Platzkomplexität: Zählen der verwendeten Speicherzellen
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Übersicht Komplexitätsklassen

Menge Laufzeit Beispiele

ܱሺ1ሻ Konstant Abfrage eines Wertes an einer 
bestimmten Stelle in einem Feld

ܱሺlog ݊ሻ Logarithmisch Binäre Suche in einem Feld
(Halbierungsprinzip)

ܱሺ݊ሻ Linear Suche eines Wertes in einem 
unsortierten Feld, Fibonacci iterativ

ܱሺ݊ log ݊ሻ Super-Linear Sortieren mit guten Algorithmen
(z.B. Mergesort)

ܱሺ݊ሻ Quadratisch, Kubisch, … 
Allgemein: Polynomiell

Sortieren mit einfachen Algorithmen
(z.B. Bubblesort)

ܱሺ2ሻ Exponentiell Rekursive Variante zur Berechnung
der Fibonacci-Folge, SAT

ܱሺ݊!ሻ Faktoriell Problem des Handlungsreisenden
(Traveling Salesman Problem, TSP)
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Weitere, elementare Komplexitätsklassen

• Klasse P
– Bezeichnet die Klasse aller in höchstens polynomieller Zeit 

deterministisch lösbaren Probleme:

DTIME ݐ ݊ ൌ 	ܮ 	∃	determ. TM	mit	Laufzeit	ܱ ݐ ݊ , die	ܮ	entscheidet	ሽ

ܲ ൌ ራ DTIMEሺ݊ሻ
∈୍

• Klasse NP
– Bezeichnet die Klasse aller in höchstens polynomieller Zeit nicht-

deterministisch lösbaren Probleme:

NTIME ݐ ݊ ൌ 	ܮ 	∃	nichtdeterm. TM	mit	Laufzeit	ܱ ݐ ݊ , die	ܮ	entscheidet	ሽ

ܰܲ ൌ ራ NTIMEሺ݊ሻ
∈୍

• Nach Definition: P  NP, aber NP  P?
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Anmerkungen Klasse P

• P gilt als Klasse der
– praktisch lösbaren Probleme
– wirklich/in der Realität lösbaren Probleme
– in akzeptabler Zeit lösbaren Probleme
Zeit- und Speicheraufwand wächst akzeptabel mit der Problemgröße
(und zwar maximal wie ein Polynom)

• Typische Beispiele
– Sequentielle Suche ܱሺ݊ሻ
– Sortieralgorithmen ܱሺ݊ log 	݊ሻ
– Primzahlensieb nach Eratosthenes ܱሺ݊ଶሻ
– Klassische Matrizenmultiplikation ܱሺ݊ଷሻ
– Schnelle Fouriertransformation ܱ ݊ log 	݊

• Praktisch unlösbare Probleme:
– Zeit-/Speicheraufwand wächst echt stärker als polynomiell (z.B. ܱሺ2ሻሻ
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Anmerkungen Klasse NP

• Als praktisch unlösbar gelten die Probleme, die zur Lösung 
mindestens exponentiellen Aufwand (Zeit, Platz) erfordern

• Vorsicht: NP steht nicht für nicht polynomiell

• NP gilt als eine spezielle Teilmenge der praktisch unlösbaren 
Probleme

• Es ist unbeantwortet, ob manche Probleme in NP zur Lösung 
mindestens exponentiellen Aufwand erfordern
– Beispiele: Ganzzahliges Rucksackproblem, SAT

• Probleme in NP können zweistufig gelöst werden:
1. Rate eine Lösung (meist ܱሺ݊ሻ) nicht-deterministisch
2. Verifiziere, ob die Lösung stimmt ܱሺ݊ሻ deterministisch

• Lösungen deterministisch zu finden ist „sehr schwer“
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Erfüllbarkeitsproblem (engl. satisfiability)

SATൌ 	ܭ {KNF	in	Ausdruck	boolescher	erfüllbarer	ist	ܭ

• Eingabe: Boolescher Ausdruck K in KNF über ࢞,… , ି࢞
• Ausgabe: K erfüllbar (K ∈ SAT) oder K nicht erfüllbar (K  SAT)

• Naiver deterministischer Algorithmus:
– Überprüfe alle möglichen Belegungen für ࢞, … , ି࢞

• Zeitkomplexität? Gilt SAT ∈ P?
– Wie viele mögliche Belegungen gibt es?
– Zeitkomplexität ist ܱሺ2ሻ (exponentiell in der Eingabelänge)
– Schnellere Algorithmen sind nicht bekannt, d.h. „SAT ∈ P?“ ist offen

• Nichtdeterministischer Algorithmus, SAT ∈	NP:
– Rate eine Belegung ܱሺ݊ሻ
– Überprüfe, ob die Belegung wahr ist ܱሺ݊ଶሻ
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Berechnungsbaum für SAT

࢞

࢞

࢞

…

ି࢞

• Wie tief/hoch ist der Baum?
• Wie lang ist der Lösungspfad?
• Wie viele Pfade/Blätter gibt es?
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ܱሺ݊ሻ
ܱሺ݊ሻ

Ein Lösungspfad

ܱሺ2ሻ
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Satz von Cook-Levin

• Satz: Jedes Problem in NP lässt sich in Polynomialzeit auf 
das SAT-Problem zurückführen (SAT ist NP-vollständig)

• Eine Sprache ܮ heißt NP-schwer, wenn sich jede Sprache ܮ′
aus NP in deterministisch polynomieller Zeit auf ܮ zurück-
führen lässt. Schreibweise: ܮ′  ܮ

• Eine Sprache ܮ heißt NP-vollständig, wenn ܮ NP-schwer ist 
und ܮ in NP liegt.

• Interpretationen
– Ein NP-schweres Problem ist mindestens so schwer wie das 

schwerste Problem in NP
– Ein NP-vollständiges Problem ist NP-schwer und liegt selbst in NP, 

womit es zu den schwersten Problemen in NP gehört

• Folgerung: SAT gehört zu den schwersten Problemen in NP
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Anmerkungen zur NP-Vollständigkeit

• Sei ܮ NP-vollständig, dann gilt:

ܮ ∈ P⇔NP	 P

• Beweis:

Sei ܮ′ ∈ NP beliebig. Da ܮ NP-vollständig ist, ist ܮ NP-schwer, d.h. jedes 
Problem in NP lässt sich in deterministisch polynomieller Zeit auf ܮ
zurückführen, insbesondere ܮ′. Da ܮ in P liegt, gibt es eine 
deterministische TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet.
Mittels dieser TM und der Zurückführung folgt, dass ܮᇱ ∈ P

Da ܮ NP-vollständig ist, gilt ܮ ∈ NP, und wegen NP	 P auch ܮ ∈ P
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Wesentliche Folgerungen

• Alle NP-vollständigen Probleme sind gleich schwierig

• Für den Nachweis, dass NP=P ist, genügt es, für ein NP-
vollständiges Problem einen deterministisch polynomiellen
Algorithmus anzugeben

• Um zu zeigen, dass ein Problem p ∈ NP NP-vollständig ist, 
genügt es, ein anderes NP-vollständiges Problem in 
polynomieller Zeit auf p zu reduzieren 

• NP-vollständige Probleme sind nicht in P, wenn NP്P

• Da bisher kein deterministisch polynomieller Algorithmus für 
ein NP-vollständiges Problem gefunden wurde, geht man 
davon aus, dass folgendes gilt:

NP ് P
(Nachweis offen!)
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Beispiel: Dreifärbbarkeit

3-COLORൌ ܩ ൌ ሺܸ, 	ሻܧ und	Graph	ungerichteter	ist	ܩ
∃	ܿ: ܸ → 1,2,3 	mit		 ,ݑ ݒ ∈ ሻݑܿሺ	gilt	ܧ ് ܿሺݒሻሽ

• Eingabe: Ungerichteter Graph ܩ mit ݊  4 Knoten
• Ausgabe: G ist 3-färbbar oder G ist nicht 3-färbbar
• Naiver deterministischer Algorithmus:

– Überprüfe alle möglichen Farben für die Knoten (exponentiell)

• Nichtdeterministischer Algorithmus, 3-COLOR ∈	NP:
– Rate eine Farbe für jeden Knoten ܱሺ݊ሻ
– Überprüfe, ob die Färbungsbedingung wahr ist ܱሺ݊ଶሻ

• Gleiches Problem wie bei SAT:
– Algorithmus mit polynomieller Laufzeit ist unbekannt

• Wir zeigen:
– 3-COLOR lässt sich auf SAT polyn. zurückführen (3-COLOR  SAT)
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3-COLOR  SAT

• Wir drücken die Bedingungen für eine Dreifärbbarkeit in 
Form eines booleschen Ausdrucks in KNF aus:
– Boolesche Variable:

• ݎ ൌ 1 Knoten ݅ ist rot
• ݃ ൌ 1 Knoten ݅ ist gelb
• ܾ ൌ 1 Knoten ݅ ist blau

– Jeder Knoten hat mindestens eine Farbe:
• ଵߙ ൌ ⋀ ሺݎ  ݃  ܾሻ

ୀଵ

– Kein Knoten hat zwei Farben:
• ଶߙ ൌ ⋀ ഥݎ  ݃ഥ ሻሺ݃ഥ  ܾഥሻሺݎഥ  ܾഥ

ୀଵ

– Knoten an einer Kante haben verschiedene Farben

• ଷߙ ൌ ⋀ ഥݎ  ഥሻሺ݃ഥݎ  ݃ሻሺܾഥ  ܾഥ௩,௩ೕ ∈	ா

– Der zu überprüfende boolesche Ausdruck ist nun: ܭ ൌ ଷߙଶߙଵߙ

• Folgerung: 3-COLOR ist ein Spezialfall von SAT
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Weitere Anmerkungen

• Hierarchie der NP-vollständigen Probleme
SAT  3-SAT  3-COLOR

 CLIQUE
 RUCKSACK  SUBSUM (Ganzz. Rucksack)

 HAMILTON  TSP

• Heute sind  1.000 NP-vollständige Probleme bekannt

• NP-vollständige Rätselspiele: Sudoku, Tetris, Minesweeper

• NP-vollständig = hoffnungslos schwierig? Nicht ganz:
– Effiziente Ermittlung von akzeptablen Lösungen für NP-vollständige 

Probleme mittels Approximationsalgorithmen oder Heuristiken

• Es gibt sogar Probleme, die nachweisbar nicht effizient und 
nicht qualitativ hochwertig approximiert werden können

WiSe 2010/11, 18.01.2011Grundlagen der Informatik



Prof. Dr. Klaus Volbert

Übersicht der Komplexitätstheorie
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aufzählbar/semi-entscheidbar

entscheidbar

NP

P

NP-vollständig?



Prof. Dr. Klaus Volbert

Ausblick der Komplexitätstheorie
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• …es gibt noch viele weitere Komplexitätsklassen:
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Viel Erfolg bei den anstehenden Prüfungen!


