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Turingmaschine (Alan M. Turing, 1936) EE?'?E?EUEEH

SCIENCES

* Eine deterministische Turingmaschine ist beschrieben durch
ein 7-Tupel TM = (Q, 2., T, 8, qo, #, F) mit:

- @ ist eine endliche, nichtleere Menge von Zustanden

- 2. c I' ist ein endliches, nicht leeres Eingabealphabet

— T ist ein endliches, nicht leeres Bandalphabet

- 6:Q\F xT - Q xTI x{L, N, R} ist die Ubergangsfunktion

- g, € Q Ist der Startzustand _~ Lese-/Schreibkopf
- # € I'\X ist das Blank-Symbol

‘ N Speicher
(leeres Feld, Initialwert) pete
Nach Links oder

: : : . Rechts bewegen
- F c Q ist die Menge der akzeptierenden Endzustande oder Nichts tun!

o Akzeptanz
— Eine TM akzeptiert eine Eingabe x,, ..., x,,, wenn gilt:

qoX1 ) X, 5 agf mitg e Fund a,B €T
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 Eine (partielle) Funktion f:IN* — IN heiRt Turing-berechenbar,
falls es eine (deterministische) Turingmaschine TM gibt, die bei
Eingabe von x,, ..., x, die Ausgabe f (x,, ..., x,) liefert und halt, d.h.

qoX1) ) X, 5 gymitge Fundy el undy = f(x, ..., x,)
e Falls TM nicht halt, ist f(x,, ..., x,,) nicht definiert

 TM-aquivalente Berechenbarkeitsmodelle
— Registermaschinen (RAM)
— Goto-Programme (IF...GOTO...) __ Bewels durch
— While-Programme (IF...THEN..., WHILE ...DO ...) Simulation
— u-rekursive Funktionen

—

e Ausdrucksschwachere Berechenbarkeitsmodelle

— Loop-Programme (IF...THEN..., FOR ...TO ... DO...) L
L : . aquivalent
— Primitiv-rekursive Funktionen
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Akzeptanz und Entscheidbarkeit EE?E:NE??EEH
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 Im Gegensatz zu einem DFA kann es bei einer TM zu einer
Endlosschleife kommen

— Erinnerung DFA: Endliche Eingabe wird einmal von links nach rechts
gelesen und verarbeitet, d.h. die Verarbeitung terminiert

o Akzeptanz

— Eine TM M akzeptiert eine Sprache L, falls M alle x € L akzeptiert
(d.h. M gestartet mit x € L halt in einem akzeptierenden Endzustand)

— Anmerkung: Es kann x¢ L existieren mit M gestartet mit x halt nicht

 Entscheidbarkeit

— Eine TM M entscheidet eine Sprache L, falls M die Sprache L
akzeptiert und fur alle x¢ L nach endlich vielen Schritten in einem
nicht akzeptierenden Endzustand halt

 Eine Sprache L heil3t

— rekursiv aufzahlbar (semi-entscheidbar) <> ES gibt eine TM, die L akzeptiert
— rekursiv oder entscheidbar < Es gibt eine TM, die L entscheidet
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 Sei L eine Sprache, dann ist L die Komplementarsprache

- x¢ L x € L

« Eine Sprache L ist entscheidbar genau dann, wenn L und L
aufzahlbar sind

e F0r zwel Sprachen L, und L, gelten:

- L, und L, aufzahlbar, dann auch L; N L, und L; U L,

Wie ,arbeitet” eine TM fur die Schnitt- bzw. Vereinigungsmenge?

- L, entscheidbar, dann auch L,

- L, und L, entscheidbar, dann auch L; n L, und L; U L,
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 Bez | Typ | Grammatik | _Sprachen | _Minimaler Automat

L, Typ-0 uneingeschrankt aufzahlbar

L, Typ-1 kontextsensitiv kontextsensitiv Linear beschrankte TM
(Eingabebereich wird
nicht verlassen)

L, Typ-2 kontextfrei kontextfrei Kellerautomat

|
Entscheidbar

L,  Typ-3 regular regular DFA

L;cl,clL,cl
* Beispiele
— Die Sprache { ab" | n = 1} ist kontextfrei, aber nicht regular
— Die Sprache { ab™c™| n = 1} ist kontextsensitiv, aber nicht kontextfrei
— Das Halteproblem ist vom Typ-0, aber nicht kontextsensitiv
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Anmerkungen zu Turing-Maschinen EE?E:NE??EEH
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Erweiterungen der Turing-Maschine sind nicht machtiger als
Turing-Maschinen selbst

Beispiele (Nachweis durch Simulationen)

— Mehrere Spuren auf einem Band
(z.B. mehr als ein Zeichen an einer Position)

— Mehrere Lese- /Schreibkopfe auf einem Band
— Ein Lese- /Schreibkopf auf mehreren Bandern
— Mehrere Lese- /Schreibkopfe fir mehrere Bander

Satz: Jede k-Band TM kann durch eine 1-Band TM ohne
_kritischen/merkbaren” Zeit- und Platzverlust simuliert werden

Anmerkung

— Zeit- und Platzkomplexitatsklassen bzgl. TM und RAM sind im
Wesentlichen ebenfalls identisch
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* Bisher: TM ist definiert Gber ein 7-Tupel, das von vornherein
festlegt, welche Operationen ausgefuhrt werden sollen

 Eine TM M, heil3t universell, wenn sie als Eingabe eine
geeignete (Binar-)Codierung < M > (G6delnummer) einer
TM M und ein x € {0,1} "~ erh&lt, und folgendes gilt:

M, gestartet mit < M > x
verhéalt sich genauso wie

M gestartet mit x

(Programmierung der TM Uber ein Programm)

e Satz: Es gibt eine universelle TM die jede zeit- und platz-
beschrankte TM ohne  kritischen/merkbaren“ Zeit- und
Platzverlust simuliert
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* Gibt es Probleme/Sprachen, fur die zwar ein Algorithmus
angegeben werden kann, der aber nicht mit einem Computer
ausgefuhrt werden kann?

o Spezielles Halteproblem
Hgpez = {< M >| M ist TM und M gestartet mit < M > halt nicht}

« Beweis: Annahme Hg,, Ist entscheidbar

— Dann ist Hg,e, aufzahlbar und es existiert eine universelle TM M,, die
Hgpe, akzeptiert
— Was macht M, mit Eingabe < M, >?
« 1.Fall: <M, > € Hg,e,, dann: M, akzeptiert < M, >, %
d.h. M, gestartet mit < M, > halt nicht

« 2. Fall: <M, > ¢ Hgpe,, dann: M, akzeptiert < M, > nicht,
d.h. M, gestartet mit < M, > halt %

— Folglich ist Hgpe, Nicht aufzahlbar und nicht entscheidbar
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* Allgemeines Halteproblem
- H={< M > x| Mist TM und M gestartet mit x halt}

Komplement des Halteproblems
- H={< M > x| Mist TM und M gestartet mit x halt nicht}

o Satz: Das Halteproblem ist nicht entscheidbar
Beweisidee (Reduktion: Hgpe, < H):

— Annahme: Das Halteproblem ist entscheidbar

— Dann ist H aufzahlbar und es existiert eine universelle TM M,, die H
akzeptiert

— Erhalt M, nun die Eingabe < M, >< M, >, dann kann ermittelt ?
werden, ob M, gestartet mit < M, > nicht halt

— Widerspruch, da Hgpe, nicht aufzahlbar ist
— Folglich ist das Halteproblem nicht entscheidbar

e Bemerkung: Das allgemeine Halteproblem ist aufzahlbar
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Anwendung/Interpretation MfggH

* Gibt es folgendes Programm (z.B. programmiert in C/C++)?

e Eingabe:
— Quelltext eines Programms
— Eingaben zu dem Programm

e Ausgabe:

— Das Programm ausgefuhrt mit den Eingaben terminiert bzw.
terminiert nicht (gerat/gerat nicht in eine Endlosschleife)

So ein Programm kann es nach der Church'schen These
auch zukutnftig in keiner Programmiersprache geben, da es
kein TM-Programm mit der gleichen Funktionalitat gibt!
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bool ProgrammMitEingabeHaelt(Programm p, Eingabe e)
{

IT (p(e) terminiert) return true;
else return false;

+
void TesteProgramm(Programm p)
{
while (ProgrammMitEingabeHaelt(p,p) == true) ;
+

o TesteProgramm(TesteProgramm):

— 1. Fall: TesteProgramm(TesteProgramm) terminiert, dann geht %
TesteProgramm in eine Endlosschleife (while) und terminiert nicht

— 2. Fall: TesteProgramm(TesteProgramm) terminiert nicht, dann wird
die while-Schleife sofort beendet und TesteProgramm terminiert
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Weitere nicht entscheidbare/berechenbare Probleme H

Aquivalenzproblem
— Berechnen zwei Algorithmen A und B die gleiche Funktion?

A= {{< M; >, < M, >} | My, M, sind TM und akzept. die gleiche Sprache}
o Totalitatsproblem
— Ist die Funktion an allen Stellen definiert?
T = {< M > | M halt fiir jede Eingabe}
e Endlichkeitsproblem

— Ist die Funktion fur endliche viele Eingaben definiert?

E = {< M > | M hilt fiir endlich viele Eingaben}

e Satz von Rice: Probleme der Art ,Eingabe: Algorithmus A,
Eigenschaft E, Ausgabe: E ist erfullt/nicht erfullt* sind nicht
berechenbar

Prof. Dr. Klaus Volbert Grundlagen der Informatik WiSe 2010/11, 21.12.2010



