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Musterlosungen Ubungsblatt 5

Aufgabe 1 (erstellt von KV):

1. Ly ={aa | a €{0,1}*}
Annahme: L; ist regulér

Dann existiert nach Pumping-Lemma (PL) ein n € N mit den im PL
genannten Eigenschaften. Wihle z = 0"10™1. Es gilt: |2]| =2n+2 >n
und z = aa € L mit a = 0"1. Sei nun z = wvw die Zerleung nach PL,
die es gibt. Nach PL gilt, dass |uv| < n ist, d.h. uv besteht nur aus Oen
und insbesondere besteht v nur aus Oen. Zusétzlich gilt |v| > 1, d.h.
v besteht mindestens aus einer 0. Fiir uvw ergibt sich daher: uv’w =
0"~!I10"1. Da rechts von der zweiten 1 von links gelesen keine weitere
0 folgt, besteht die einzige mogliche Aufteilung des Wortes in zwei
Teile hinter der ersten 1 von links gelesen. Nun ist im linken Teil aber
mindestens eine 0 weniger enthalten als im rechten Teil, d.h. uvw ¢ L.

Widerspruch, d.h. L; ist nicht regulér.

2. Ly = {17 | p ist Primzahl}
Annahme: L ist regulér

Dann existiert nach Pumping-Lemma (PL) ein n € N mit den im PL
genannten Eigenschaften. Wahle z = 17 mit p > n und p ist Primzahl (p
existiert, da es unendlich viele Primzahlen gibt). Dann gilt: |z| =p > n
und z € L. Sei nun z = uvw die Zerleung nach PL, die es gibt. Es gilt:
uv'w = 1wl = 1w+l Nach Voraussetzung (PL und L,) muss nun
|uw| 4 i - |v| eine Primzahl sein. Betrachte i = 1 + p, dann gilt:

uw|+i-|v] = |uw|+(1+p)[v] = [uw[+|v][+plv] = Juvw|+plv] = p(1+]v])

Dap>2und 1+ |v] > 1+ 1 = 2 hat uv'*Pw zwei Faktoren grosser
gleich 2 und ist somit keine Primzahl. Widerspruch, d.h. Ly ist nicht
regular.

3. Ly ={a™™ | n,m € N,n # m}
Annahme: L3 ist regulér

Dann existiert nach Pumping-Lemma (PL) ein n € N mit den im PL
genannten Eigenschaften. Wahle z = ™0™ mit n,m € N,n # m. Dann
gilt: |2l =n+m >nund z € L. Sei nun z = uvw die Zerleung nach
PL, die es gibt. Nach PL gilt, dass |uv| < n ist, d.h. uv besteht nur aus
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a’s und insbesondere besteht v nur aus a’s. Zusétzlich gilt [v| > 1, d.h.
v besteht mindestens aus einem a. Da v unabhéngig von der Anzahl b
feststeht und 1 < |v| < n, kann m = n + |v| gesetzt werden. Fiir uv?w
gilt dann: wv?w = a™* Pttt ¢ Ly Widerspruch, d.h. Ls ist nicht
regulér.

Aufgabe 2 (erstellt von KV):

1. 4-Multiplexer mit den drei Elementen Decoder, AND-Gatter und OR-
Gatter, der zu einer Dualzahl, die in Form von 4 Steuersignalen anliegt,

am Ausgang anzeigt, ob es sich bei dieser Dualzahl um eine Primzahl
handelt (1) oder nicht (0):

4-7zu-16 Dekodierer:

S0 S1 52 S3 Yo Y1 Y2 Y3 Y4 Y13 Y14 Z15
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 0 . 0 1 0
1 1 1 1 0 1 0 0 0 ... 0 0 1

Umwandlung in DNF liefert booleschen Ausdruck fiir jede Spalte, z.B.
To = 50515253, so dass der 4-zu-16 Dekodierer gebaut werden kann.

Eingénge fiir den 4-Multiplexer:

S0 S1 S92 S3 0: keine Primzahl, 1: Primzahl
00 [0]o0 0 (z0)
0o]lo|o]1 0 (1)
olo|1]o 1 (2)
o]0 1]1 1 (z3)
o] 1]o]o 0 (z4)
0| 1]o0]1 1 (z5)
o] 1] 1]o 0 (z6)
o 1|11 1 (z7)
1]o]o]|o 0 (zs)
1lo]o]|1 0 (z9)
1 0 1 0 0 (z10)
1lo] 1|1 1 (z11)
1 1 0 0 0 (z12)
1 1 0 1 1 (z13)
111110 0 (z14)
1 1 1 1 0 (z15)
Der 4-Multiplexer sieht nun wie folgt aus: xg, x1, ..., 215 sind die Eingénge,

S0, S1, S2, S3 die Steuerleitungen und z der Ausgang:.Die Steuerleitungen
liefern iiber den 4-zu-16 Dekodierer g, 41, . . . , y15. Uber 16 AND-Gatter
werden dann jeweils x; und y; fiir 0 < ¢ < 15 miteinander verkniipft
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und die 16 Ausgéinge iiber ein ODER-Gatter zusammengefiihrt, das
dann schliesslich die Ausgabe z liefert. Bei Eingabe einer 4-Bit Zahl
s an den Steuerleitungen liefert der 4-Multiplexer nun die Ausgabe 0,
wenn s keine Primzahl ist, und 1, wenn s eine Primzahl ist.

2. Die Wahrheitstabelle zum Volladdierer aus der Vorlesung lautet wie

folgt:
o | Yo | w s | u
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Bilden der KNF fiir s liefert:

(o + o + u)(xo + o + ) (To + yo + 1) (To + Yo + u)
(zo + (3o + ) (B0 + 1)) (To + ((yo + 1) (Yo + w)))
(xo + (yo XOR u))(To + yo XOR u)

(o XOR yo) XOR u

Bilden der DNF fiir «' liefert:

!/

v = (Toyou) + (zoTou) + (Toyoll) + (Toyou)
= (ZToyo + zo¥o)u + (Toyo + ul)
= (zo XOR yo)u + zoyo

Man konnte auch einen Halbaddierer verwenden, da der Halbaddierer
nur aus einem XOR-Gatter und einem AND-Gatter zusammengebaut
ist. An den booleschen Ausdriicken fiir s und «' kann man erkennen,
dass sich der Volladdierer aus zwei Halbaddierern und einem zusétz-
lichen AND-Gatter zusammenbauen lésst. Ingesamt wéren in diesem
Fall 2 XOR-Gatter und 3 AND-Gatter notwendig.

Aufgabe 3 (erstellt von KV):

1. Das Angebot sollte man nicht annehmen, da man keine Bonuspunkte
bekommen kann. Annahme: Person P nimmt das Angebot an.
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(a) 1. Fall: P erklart sich das Beispiel selbst. Dann hitte sich P nach
Vertrag das Beispiel nicht selbst erklédren diirfen. Widerspruch!

(b) 2. Fall: P erklart sich das Beispiel nicht selbst. Dann hétte sich P
nach Vertrag das Beispiel selbst erklaren miissen. Widerspruch!

2. Die Menge M kann es nicht geben. Annahme: Die Menge M gibt es.

(a) 1. Fall: M € M. Dann enthélt M sich selbst, d.h. nach der Defi-
nition der Menge M gilt M ¢ M. Widerspruch!

(b) 2. Fall: M ¢ M. Dann enthélt M sich nicht selbst, d.h. nach der
Definition der Menge M gilt M € M. Widerspruch!

3. Thd.

Aufgabe 4 (erstellt von KV):

1. 47+ 12432 = 0O(1) gilt, da:
Aus 47+ 12+ 32 < ¢- 1 folgt: ¢ > 91

2. 2n3 4+ 6n? + 5n + 47 = O(n?) gilt fiir alle n € N, da:
Aus 2n3 4+ 6n% 4 5n + 47 < ¢ - n? folgt:

6 5 47
2+—+—2+—3§2+6+5+47§c,d.h.0260
non n

3. Y o34+ 1) = O(n?) gilt fiir alle n € N,, da:

Aus
SEien=3-3 i+ 1= 5o sn e
=0 =0 =0

folgt

2
1,5+7—5§c,d.h.c24
n

4. 5 = Q(n) gilt fiir alle n € N, da:

Aus § > c-n folgt ¢ <0,5.
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5. 2" = O(n!) = O(n") gilt, da fiir n > 4 gilt: 2" < nl < n"
Induktionsanfang: n = 4. Es gilt:

2 =16<41=1-2-3-4=24<4*=4-4-4-4=256

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gilt fiir n > 4

Induktionsschritt: n — n + 1. Es gelten:
v
M —=2.2"<(n+1)-2"< (n+1)-n=(n+1)

m+ 1) =(m+1) -0l < (n+1)-n"< @+ Dn+1)" < (n+1)™+

6. 10710 = ©(1/(n)) gilt nicht, da:

Aus 1071100 < .y /(n) folgt: ¢ > 107 "n%%1 Da 107 fiir stei-
gende n immer grossere Werte annimmt, existiert kein konstantes ¢ mit
der geforderten Eigenschaft.



