M. Schubert Zeitdiskretisierung OTH Regensburg

Zeitdiskretisierung

1 Abtastung im Zeitbereich
1.1 Signaldarstellung

analoges Signal digitales Signal
(@ | Sensor | >| A/D Wandlung >
analoge digitale
Welt Welt
analoges Signal digitales Signal
(b) Aktor < D/A Wandlung |<

Bild 1.1-1: Beispiele fiir: (a) analog/digital Wandlung, (b) digital/analog Wandlung

Was ist ein Signal?

Ein Signal ist die physikalische Reprisentation einer Nachricht. Das Signal an sich ist
unabhingig von dem Medium, welches das Signal transportiert. Beispiele: Schallwelle,
elektromagnetische Welle, Spannung, Strom, Licht, Gas, Fliissigkeit, optische oder
mechanische Signale, etc. In der Elektrotechnik interessieren uns in erster Linie elektrische
Spannungen und Strome als Signale. Sensoren und Aktoren vollziehen die Umwandlung
elektrischer in nichtelektrische Signale.

Bild 1.1-1 veranschaulicht die beiden Umwandlungen von der analogen in die digitale und
von der digitalen in die analoge Welt. Dabei ist erstere erheblich komplizierter, als die zweite,
denn A/D Wandlung vollzieht sich meistens zweidimensional: in Zeit und Wert.

Zeitdiskrete Signale existieren nur in bestimmten Zeitpunkten tn. Diese Zeitpunkte sind in
der Regel als ganzes Vielfaches einer vorgegebenen Taktperiode Ts=1/fs definiert:
xn = X(n) = x(t=nT). Entsteht ein zeitdiskretes Signal durch Abtastung aus einem analogen
Signal, muf} das Kriterium nach Nyquist bzw. Shannon erfiillt sein, um das originale Signal
wieder herstellen zu kdnnen.

Wertdiskrete Signale konnen nur ein fest vorgegebenes Spektrum von Werten annehmen,
die in der Regel ein ganzes Vielfaches einer kleinsten Stufe (engl.: least significant bit, LSB)
sind. Diskrete Signalwerte entstehen durch Analog-Digital-Wandlung mit Hilfe sogenannter
Analog/Digital-Wandler (Analog-to-Digital Converter, ADC) aus analogen Signalwerten. Ein
D/A-Wandler (DAC) kann ein digitales Wort wieder in einen analogen Wert umsetzen.

Typischerweise haben wir es mit allen vier Signaldarstellungen zu tun:

e analog/ analog: analoge Schaltungen, z.B. RC-Filter
o zeitdiskret / wertkontinuierlich: ~ z.B. geschaltete Kapazititen

e zeit kontinuierlich / wertdiskret: z.B. Ausgang eines D/A-Wandlers

o zeitdiskret / wertdiskret: z.B. Zahlenkolonne auf einer CD
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(a) (b)
A A 5000 —————-

s(t) Sn |

O Zeit-, O Wert- diskret time ® Zeit-, O Wert- diskret time

O Zeit-, ® Wert- diskret time ® Zeit-, ® Wert- diskret

Bild 1.1-2: Signale: (a) analog, (b) zeit-, (¢) wert-, (d) zeit- und wert-diskret

1.2 Quantisierung, Nichtlinearitit und Rauschen

(a) (b) :

Bild 1.2-1: ‘O ein)

(a) A/Dund D/A Xdigital + + Xanalog
Wandlung erzeugt X ® >
Linearitdtsfehler 2

(b) D/A-Wandler und x%

(c) A/D Wandler aus (c) kaD elin(f)  eq(f)
nachrichten-
technischer Sicht Xdigital Xanalog + + + Xdigital

- —E—

Den D/A-Wandler (DAC) sehen wir in der Signalverarbeitung gemdfl Bild 1.2-1 als
Skalierung mit dem Faktor kpa und entsprechnede Linearititsfehler ein (siche INL, DNL,...).
Linearitatsfehler entsehen dadurch, dal gemiB3 Bild 1.2-1(a) Bit-Spriinge auf der digitalen
Seite verschiedenen groflen Spriingen auf der analogen Seite entsprechen.Der Faktor kpa wird
typischerweise in V/Bit gemessen, kann aber ebenso gut mit Dimensionen wie A/Bit oder
°C/Bit erscheinen. Der DAC erzeugt kein Quantisierungsrauschen! Er rundet nicht,
sondern setzt lediglich M digitale in M analoge Werte um.

Der A/D-Wandler (ADC) verursacht gemif3 Bildteil (¢) erstens eine Saklierung mit dem

Faktor kap, dessen physikalische Dimension in Regelschleifen meist durch die Forderung
"kap-kpa dimensionslos" definiert ist. Zweitens haben wir auch beim ADC einen
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Linearitatsfehler. Drittens erzeugt der ADC zusétzlich ein Quantisierungsrauschen. In der
Signalverarbeitung interessiert uns vor allem dessen Form iiber der Frequenzachse.

Da das durch Nichtlinearititen und Quantisierung entstehende Rauschen e(f) nicht von
der Frequenz abhdngt, kann es bei hinreichend aktiven (engl.: ,,sufficiently busy*) Signalen
als weiles Rauschen angenommen werden. Nicht hinreichend aktiv konnte z.B. der Fiillstand
eines Oltanks sein oder altersbedingte Anderungen von Bauelementen iiber Jahre hinweg.

Das Quantisierungsrauschen eq(f) entsteht nur beim ADC und nicht beim DAC.

Bild 1.2-2: (a) A
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1.3 Betrachtung der Abtastung analoger Signale im Zeitbereich
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Bild 1.3-1: Abtastungen verschiedener Sinuswellen und aus den Abtastwerten (engl. samples)
rekonstruierte Signale. Ist fz die Frequenz der Welle, dann ist in (a) fs=4fs, in (b) fs=2/3,
und in (c) fs=13,

Bild 2.1 zeigt die Abtastung verschiedener sinusformiger Wellen mit der Abtastfrequenz fs
bzw. der Taktperiode

T=1/f.

Beispiele fiir gebriuchliche Tastraten:

Telefon: 8 KHz (+3dB-Ubertragungsbereich von 300...3400Hz)
Audiodaten von CD: 44,1 KHz
Audiodaten von DVD: 48,0 KHz
Digitales Fernesehen: 13,3 MHz

Ubung 1.3-1: Bis zu welcher relativen Frequenz F=f/fs sind die in Bild 1.3-1 abgetasteten Kurven anhand der
Abtastwerte rekonstruierbar? (Interpoliert werde mit sinusféormigen Wellen kleinstmdglicher Frequenz.)
Die Losung finden Sie am Ende dieses Kapitels.
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Nach Shannon und dem Kriteritum von Nyquist ist eine Welle genau dann exakt
rekonstruierbar, wenn die Takfrequenz mindestens doppelt so grof3 ist, wie die maximale
Frequenz fs des abgetasteten Signals. fs ist also die maximal {ibertragbare Bandbreite:

<% © 22/ (1)

In der digitalen Signalverarbeitung interessieren uns héufig weniger die absoluten Frequenz f
und o eines Signals, als die normierten Frequenzen

F=f/fs=fT und Q=awfs=wol=2rF. (2)
im Frequenzbereich, und aus dem Nyquist-Kriterium folgt die Forderung:

F<Y% <= Q<n. 3)

Ubung 1.3-2: Bild 1.3-2 zeigt drei Sinuswellen, die mit einer gegebenen Taktfrequenz abgetastet werden. Die
Abtastzeitpunkte sind durch vertikale Linien gekennzeichnet. Zeichnen sie die abgetastete Impulsfolge und die
daraus rekonstruierten Kurven ein. Berechnen sie fiir die Signal-Zeit-Diagramme jeweils die relative Frequenz F
und die relative Kreisfrequenz Q.
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Bild 1.3-2: Abtastung verschiedener Sinuswellen.
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Auch wenn die Abtastung das Kriterium von Shannon knapp erfiillt, konnen in der Praxis
Probleme auftreten. In Bild 2.1-1(b) trifft der Abtaster genau die Minima und Maxima der
Sinuswelle, daher kann diese mit Hilfe der Abtastwerte exakt rekonstruiert werden. Das ist
jedoch selten der Fall. Man betrachte Bild 2.1-3:

e Bild 1.3-3(a) zeigt die Abtastung einer Sinuswelle mit fs=2fs, jedoch trifft der Abtaster
nicht die Minima und Maxima der Sinuswelle. Rekonstruiert wird ein Signal mit
verminderter Amplitude und Phasenverschiebung.

e Bild 1.3-3 (b) zeigt die Abtastung einer Sinuswelle mit fs=2fs, jedoch trifft der Abtaster
exakt die Nulldurchginge der Sinuswelle. Rekonstruiert wird ein Signal identisch Null.

e Bild 1.3-3 (c) zeigt die Abtastung einer Sinuswelle mit fs>21p, das Kriterium von Shannon
wird also iibererfiillt. Rekonstruiert wird ein amplitudenmoduliertes Signal.

Bild 1.3-3: Geringfiigige Uberabtastung einer sinusformigen Welle und rekonstruiertes
Signal: Effekt einer Amplitudenmodulation.

Aufgrund dieser Effekte wird fiir die Praxis eine Abtastfrequenz von mindestens
fs=4...10 fg entsprechend einem ,,Over Sampling Ratio* von OSR=fy/2fp=2...5 4)
empfohlen. Uberabtastung ist auch deshalb vorteilhaft, weil mit jeder digitalen Abtastung ein

Quantisierungsrauschen einhergeht. Da dieses unkorreliert und durch die Uberabtastung
hinreichend hochfrequent ist, 148t es sich durch Filterung entfernen. Das so gewonnene Signal
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ist durch die ,Mittelwertbildung* des Tiefpasses auf jeden Fall besser, als ein mit der
Nyquist-Frequenz fs=2fp abgetastetes Signal.

Ubung 1.3-3: Bild 1.3-4 zeigt drei Sinuswellen, die mit einer gegebenen Taktfrequenz abgetastet werden. Die
Abtastzeitpunkte sind durch vertikale Linien gekennzeichnet. Zeichnen sie die abgetastete Impulsfolge und die
daraus rekonstruierten Kurven ein. Berechnen sie fiir die Signal-Zeit-Diagramme jeweils die relative Frequenz F
und die relative Kreisfrequenz Q.
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Bild 1.3-4: Abtastung verschiedener Sinuswellen.

Abtastung ist keine Tiefpalifilterung! Auch bei der Abtastung sehr hochfrequenter Signale
tastet der Abtaster die volle Amplitude. Das rekonstruierte Signal kann nur im Basisband
0 < f < Afs liegen. Der Taster tastet also die Energien aller Frequenzen in das Basisband. Dies
nennt man Aliasing. Man verhindert es durch einen Tiefpal, das sogenannte Anti-Aliasing-
Filter, welches vor der Abtastung eingesetzt werden mubB.
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2 Auswirkungen der Abtastung im Frequenzbereich

2.1 Periodische Spektren und Aliasing

(a) | Hanalog(Jf) |
L L L IIII|IIII L L IIII| >
0 f

Hsampled(lf)l
- O I I
-2fS 0 3fsf

Bild 2.1-1: Spektrum eines Signals (a) vor und (b) nach der Abtastung.

) HWCMA
1 0 | 1 1 |>
0 fg

|HG |

(b)

-2fg -fg 0 fg 2fg f

-2fS -fS 0 fS 2fS f

Bild 2.1-2: (a) Uberabtastung, (b) Abtastung mit fs=2fs, (c) Unterabtastung und daher
Aliasing: Die durch Abtastung periodisch wiederholten Spektren iiberschneiden sich. Da
fsignal > Y2fs erscheint fsignal auf der Frequenz fatias = fsignat = N-fs im Basisband.
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Bild 2.1-1(a) zeigt das Spektrum eines analogen Signals. Nach der Abtastung dieses Signals
mit der Abtastfrequenz (engl.: sampling frequency) fs ist das Spektrum im Prinzip das
gleiche, wiederholt sich jedoch periodisch in ganzen Vielfachen von fs. Bild 2.1-2(a-c) zeigt
die Spektren von drei Signalen Hei(jf), He2(jf) und Hes(jf) nach Abtastung mit der Frequenz fs.

Frequenzspektren reeller Signal sind symmetrisch um f=0: Im Zeitbereich reelle Wellen
haben ein um f=0 symmetrisches Frequenzspektrum. Dies ist u.a. aus der den Funktionen cos
und sin ersichtlich: cos(mt)="2(e’*+e7*") und sin(wt)=(e/*-e7*")/(2j). In beiden Fillen verteilt
sich die Energie gleichermalflen auf die positive und negative Frequenz o und -o.

Aus Bild 2.1-2 ist ersichtlich, daf sich die Spektren nur dann eindeutig trennen lassen, wenn
fiir die Bandbreite des abgetasteten Signal gilt: fs<!4fs. Das Abtasttheorem von Shannon sagt:
Eine Zeitfunktion x(t) wird eindeutig durch die Abtastwerte x(nT) abgebildet, wenn

¢ Xx(t) eine bandbegrenzte Fourier-Transformierte X(jf), wobei X(jf) = 0 fiir >fs besitzt und
o 1/Ts=1fs>2fp

Aliasing. Bild 2.1-2(c) zeigt, was die Abtastung einer Frequenz f>)4fs verursacht: Die
rekonstruierte Welle findet man auf einer Frequenz fusias= fin-IN s, wobei n eine ganze Zahl ist,
die so gewdhlt werden muf3, da3 das Ergebnis im Bereich t)4fs liegt. Wegen der Symmetrie
der Frequenzen um f=0 kénnen wir auch mit negativen Frequenzen arbeiten. Vergleiche die
Formel fiir die Aliasfrequenz mit der mit der Formel fiir den Quantisierungsfehler e;:

o futias = fin - Mf, = round(fi/f), so dass fuias < 45

° |eq =Upn-NA =round(Ui/A), so dass ey _<1/2A.‘

Bedenke: Aliasing ist prinzipiell etwas anderes als Tiefpalifiltern! Ein Tiefpall wiirde auf
einen kurzen Storimpuls am Ausgang kaum reagieren, wiirde ihn bildlich gesprochen
»abschneiden®. Der Abtaster dagegen nimmt die Funktionswerte x(n7) auf und kann dabei
auch sehr kurze Impulse treffen, wie in Bild 2.1-3 dargestellt. Die rekonstruierte Funktion
muB bei der Wiedergabe durch diese Werte laufen und im Frequenzbereich 0<f<1/2T liegen.

Bild 2.1-3: A
Wenn der Abtaster einen kurzen  S(t)
Storimpuls trifft, reicht er ihn -im
Gegensatz zum TiefpaB - in voller Hohe

durch. Die Rekonstruktion erfolgt im
Frequenzbereich {<1/2T.

)
)
)
)
)

Aufgabe 2.1: Ein Musikstiick wird mit einer Tastfrequenz von fs=10 KHz digitalisiert. Der Musiker spielt einen
Akkord mit 3 KHz, 6 KHz, 12 KHz und 24 KHz. Welche Frequenzen horen wir bei der Wiedergabe des
Stiickes?
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2.2 Anti-Aliasing-Filter
2.2.1 Anti-Aliasing-Filter fiir Nyquist-Tastung

Um Aliasing zu vermeiden, findet man vor einer Abtastung in der Regel das sogenannte Anti-
Aliasing-Filter. Das ist ein Tiefpal3, welcher die Bandbreite des Eingangssignals entsprechend
der Abtastfrequenz und der geforderten Unterdriickung von Aliasing-Rauschen begrenzt.

Bild 2.2.1: IH(jf)l / dB . .
Zur Dimensionierung eines Anti- 0 Alias-Signal
Aliasing-Filters

Aufgabe: Ein Telefonsignal werde mit einer Frequenz von fs=8 KHz abgetastet. Garantiert
wird dem Kunden eine 3dB-Grenzfrequenz von fg=3,4 KHz. Aliasing-Rauschen soll um
60 dB unterdriickt werden. Wie steilwandig bzw. von welcher Ordnung N muf} das Anti-
Aliasing-Filter sein?

Losung: Mit 8 KHz kann eine Bandbreite von fi/2=4 KHz iibertragen werden. Frequenzen
tiber 4KHz werden zu Aliasing-Rauschen. Das Filter muf3 also von f:=3,4 KHz bis fi/2=4 KHz
einen Faktor 1000 oder mit D=60 dB unterdriicken. Die Steilwandigkeit des Filters muss
60dB / log(4KHz/3,4KHz) = 60 dB / 0,071 = 850 dB / dec

betragen. Dazu benétigt es mit f2=£;/2 und fi=f; die Ordnung

O~ Dy PRV SEEN Dy _ 60dB ~ s,
£ f 20dB-1 (4000}12] ’
20dB-lg[fl 204818 - 8 320012
g

wobei lg(x)=logio(x). Auch um das in das Basisband getastete Rauschen zu minimieren, wird
die Grenzfrequenz f; des Anti-Aliasing-Filters in der Regel so knapp wie moglich bemessen.

Ein Filtertyp, der sich fiir diese Aufgabe anbietet, ist das sogenannte Butterworth-Filter. Ein
1

| H oy () |2 - —
VIF(f 1 1)
Das Butterworth-Filter ist

e maximal flach, da die ersten 2N-1 Ableitungen dieser Funktion in f=0 verschwinden.
e |Hew(jfz)|=-3dB, wobei f; der Schnittpunkt der Asymptoten ist.

Butterworth-Filter N-ter Ordnung hat die Eigenschaft

- Seite 10 -



M. Schubert Zeitdiskretisierung OTH Regensburg

2.2.2 Anti-Aliasing-Filter fiir Ubertastung

IH¢jiter! / dB
A
analog anti-aliasing filter digital lowpass

—_————

Fig. 2.2.2: Situation in frequency domain.

Due to oversampling the anti-aliasing filter was shifted to the digital side, haveng cut-off
frequency fc and obtaining damping at fp. On the digital side, any frequency domain
characteristics is periodic in sampling frequency f.

If an analog anti-aliasing lowpass is required, then it may be strongly relaxed as attenuation
needs to be obtained at f1=fs — fb.

In der Realitdt geht man hdufig anders vor als im obigen Beispiel: Es wird mit hoher
Taktfrequenz fsi»=OSR fs abgetastet, so dal man mit einem sehr einfachen Anti-Aliasing-
Filter auskommt. Das steilwandige Filtern und Herabsetzen der Frequenz (,,Dezimation®)
erfolgt dann im digitalen Bereich. Die Abstimmung der Filter zeigt Fig. 2.2.2.

Das zeitkontinuierliche (analoge) Filter muss bei

Ja=fi—fo

bei Bandbreite

fB>fc

die geforderte Sperrddmpfung erreichen. Mit digitalen Filter kann dann steilwandig mit der

cut-off Frequenz fc die bnotigte Bandbreite eingestellt werden. Bei fb, wo das digitale Filter
die geforderte Sperrddmpfung erreicht, darf dann die minimale Tastfrequenz fs.iow/2 liegen.
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2.3 Abtast-Halte-Glied (Sample & Hold bzw. Track & Hold)

Abtastwerte  Signal vor S&H

Bild 2.3-1: Abtastung einer Sinusfunktion (gestrichelt) mit der Nyquist-Frequenz. Um dem
ADC Zeit zu geben, hdlt das Folge&Halte-Glied (engl. Track & Hold: T&H) die
getasteten Werte fest.

Bild 2.3-1 zeigt ein Signal s(t), das an der Grenze der von Shannon erlaubten Abtastrate
abgetastet wird. Das Abtast-Halte-Glied (mathematisch: sample & hold (S&H), real: track &
hold (T&H)) hélt den getasteten Wert {iber dem Zeitintervall Ti. Ohne T&H konnte sich das
Signal vom Minimum bis zum Maximum &ndern, wahrend der A/D-Wandler versucht, es zu
approximieren. Daher hilt ein T&H Schaltkreis die abgetasteten Werte fiir die Zeitspanne
T1=T-T2 konstant. Dabei ist T=1/fs und T2 die vom T&H-Glied benétigte Einschwingzeit. Die
maximal mogliche Taktfrequenz ist damit

11
L+T,

fS,max = T

S,min

so daB die durch den ADC festgelegte Grenzfrequenz fmax = 1/T nicht erreicht werden kann.
Der ideale S&H wiirde gemiB Bild 2.3-2(a, b) unendlich kurz (mit Dirac-Impulsen) tasten.
Dies ist unrealistisch. Ein Beispiel fiir eine realistische T&H Schaltung und Taktung werden.
in Bild 2.3-2(c, d) gezeigt.

(a) o(f) (c) (fs)

Uin S J_ Uout Uin

1
T A

(d) d(fs)

(b)
[ttt o e [

Bild 2.3-2: S&H Schaltungen (a) ideal mit (b) Taktung mit idealen Dirac-St6fen,
(c) mogliche Realisierung mit (d) endlichen Taktphasen T, To.
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3 A/D Wandlersystem

Downsampling
1 out of K

(a) fs
l v ‘
1 Uanalog - Usampled DDACOUt
Uin = 7 > L »| ADC / DSP L,
L\ T f
Anti-Aliasing Filter Track & Hold Quantizer Digital Signal
Processing
(b) fshigh = Kfs fs
|
_________ Decimator | ___ 5 l
v :— v I 4 3
1 <
: A4 I DD
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Bild 3:
(a) System zur Umwandlung eines analogen Signals in einen digitalen Datenstrom.
(b) Als Ausnahme hat der AZ-Modulator die Tiefpass-Filter nach dem ADC.

Bild 3(a) zeigt ein komplettes System zur A/D Wandlung bestehend aus Anti-Aliasing- (AA-)
Filter, Abtast-Halte-Glied und Quantisierer. Wichtig ist: Das Anti-Aliasing-Filtern muss vor
dem A/D-Wandler stattfinden.

Bild 3(b) illustriert den Unterschied fiir den AX-Modulator, bei welchem die Tiefpass-
Filterung nach der Abtastung geschieht. Taster und A/D-Wandler sind hier im AZ-Modulator
enthalten. Beim diesem wird das Anti-Aliasing-Filtern im wesentlichen auf der digitalen Siete
nach dem A/D-Wandler geleistet, vor dem Modulator bendtigt man keine oder schwéchere
Tiefpédsse. Diese Technikwird of angewendet wenn man - z.B. in kleinen Sensoren - keinen
Platz fiir ein analoges Anti-Aliasing-Filter aber auf der digitalen Seite noch Rechenleistung
tibrig hat. An erster Stelle kommt also der Bedarf nach einer schnelleren Tastrate, um die AA-
Filter vereinfachen oder weglassen zu konnen, und wenn man schon iibertastet, dann kann
man die Prézision des Wandlers mit dem AX-Verfahren erhdhen oder die Bitbreite des ADCs
im Modulator verringern. Das Tiefpassfiltern ist eine Mittelung mit konstanter Verstirkung
fiir die Frequenzen des Basisbandes, wobei jeweils K Tastwerte zu einem verrechnet werden.
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4 Wechseln von Tastraten

4.1 Der Dirac-Impuls

Der Dirac-Impuls kann als unendlich diinn und unendlich A

hoch mit einer Fliache (und somit einem Integral) von 1

angenommen werden. Das Integral iiber a-d(z-t1) ist a. 2l a 5(t-tq)
>

t t
Bild 4.1: Dirac-Impuls

4.2 Die Impulsantwort des idealen Tiefpasses

A h(t)

Bild 4.2:
Ausschnitt aus
Impulsantwort
des idealen 0
Tiefpasses mit - “5T " time 3T
Grenz-

frequenz fs/2.

Die Impulsantwort des idealen Tiefpasses mit der Grenzfrequenz fc ist die eine si-Funktion
gemal

: I .
si(x) = —-sinx=—-
X X

358 7 9T

2 4
1( x3x5x7x9J x2 oxt ox®x®

welche die gleichen Nullstellen wie eine Sinusschwingung mit der Frequenz fc hat. Fiir x<<1
folgt daher

2
si(x) = 1—’;7x—%>1

Die Impulsantwort eines digitalen Tiefpasses ist eine Abtastung der Impulsantwort des
analogen Tiefpasses. Fiir fc=fs/2 ergibt sich ein Allpass mit nur einem Tap ungleich Null.
Alle anderen Taps liegen auf den Nullstellen. (Ein solcher Tiefpass kann real nicht exisiteren,
da er nicht kausal ist, d.h. er beginnt mit seiner Impulsantwort bevor der Impuls eintriftt.)

In der englischsprachigen Literatur und Software (beispielsweise MatLab) findet man statt
der si-Funktion hiufig die sinc-Funktion, wobei sinc(x) = si(nx) = sin(nx)/(nx).
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4.3 Interpolation einer getasteten Funktion mit idealem Tiefpal}

Bild 4.3: I s(t)
Interpolation
mit idealem
Tiefpall mit
Grenz-
frequenz fs/2.

In Bild 4.3-1 sind beliebige Abtastwerte su(?:,) zu den Zeitpunkten t,=nT eingezeichnet. Die
Ubersichtlichkeit halber sind nur drei Impulsantworten des idealen Tiefpasses mit
Grenzfrequenz fc=fs/2 eingezeichnet: 4(27) blau gepunktet, #(37) schwarz durchgezogen und
h(4T) rot gestrichelt. Jede Impulsantwort 1duft durch den Impuls, von dem sie getriggert wird
und liefert auf allen anderen Zeitpunkten tn den Beitrag 0. da der TP ein LZI-System ist,
summiert er alle Impulsantworten. Diese Summe muss folglich exakt durch die gegebenen
Eingangsimpulse laufen.

Da jede einzelne Kurve /,(?) unendlich glatt (d.h. unendlich oft stetig differenzierbar) ist, muf}
auch die interpolierende Kurve als Summe aller Einzelfunktionen /%.(¢) unendlich glatt sein.
Diese Summation von skalierten "Shape Functions" (in diesem Falle si-Funktionen), die nur
in einem Stiitzpunkt ungleich Null und in allen anderen Stiitzpunkten gleich Null sind, ist
tibrigens eine in der Mathematik {ibliche Interpolationstechnik (z.B. Lagrange-Interpolation.)

4.4 Redundante Erhohung der Tastrate, Upsampling

Von einer CD komme der Datenstrom einer Musikaufnahme mit einer Abtastrate von
44,1 KHz, so daB Frequenzen bis 22,06 KHz wiedergegeben werden konnen. Bild 4.4(a) zeigt
als Beispiel einen Datenstrom und ein rekonstruiertes Signal. Bildteil (b) verdeutlicht, dal3
gute analoge Filter bendtigt werden, um das niitzliche Spektrum im Basisband fs<2fs vom
Aliasing-Rauschen aus dem Spektrum um f=fs zu trennen.

Wenn wir mit digitalen Filtern eine Interpolation des Signals auf eine erhohte Taktfrequenz
gemill Bildteil (e) erreichen konnen, sind die Anforderung an die analogen Filter zur
Trennung der Spektren um f=0 Hz und um f=f> deutlich geringer, wie man aus dessen
Ubertragungsfunktion |H7rp.ana(f)| ersieht. Dazu wird die Taktfrequenz im Beispiel von fs auf
f2=4-fs erhoht.

Redundant ist diese Erhohung der Tastrate (Upsampling) deshalb, weil wir ohne

Informationsverlust die eingefiigten Tastwerte (Samples) wieder entfernen konnen, ws man
als Downsampling oder Dezimation bezeichnet.
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Bild 4.4: Uberabtastung bei der Wiedergabe durch Einfiigen neuer Impulse mit dem Wert
Null und anschlieBender Tiefpalifilterung.
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Das Vorgehen in Bild 4.4:

Bildteil (a) zeigt ein analoges Signal als Hiillkurve und Ursprung einer Impulsfolge mit
einer Abtastfrequenz fs etwas hoher als 21s.

Bildteil (b) zeigt das Frequenzspektrum der Impulsfolge von Bildteil (a).

Bildteil (¢) zeigt die gleiche Situation wie Bildteil (b), mit dem Unterschied, da3 nun in
jede Liicke zwischen zwei Tastwerten 3 Nullwerte gelegt wurden. DAzu musste die
Tastfrequenz auf f>=4fs erhoht werden.

Bildteil (d) zeigt das Frequenzspektrum der Impulsfolge von Bildteil (¢c). Da sich am
Verlauf der Zeitbereichsfunktion gegeniiber (a) durch das Einfligen der Nullen nichts
gedndert hat, kann sich auch das Frequenzspektum gegeniiber (b) nicht veridndert haben.
Bildteil (e) zeigt die Situation nach Anwendung des digitalen Tiefpasses Hrr.dig(f), der in
(d) gestrichelt angedeutet ist.

Bildteil (f) zeigt die zugehdrige Situation im Frequenzbereich: Die Spektren um fs, 2fs und
3fs wurden vom digitalen Tiefpas entfernt. Hrrana(f) deutet des analoge Glattungsfilter an,
welches vermutlich nicht benétigt werden wird, da Menschen Frequenzen um fs2 nicht
horen konnen.

Anmerkung: Sehr steilwandige digitale Filter lassen sich heutzutage leichter bauen, als sehr
steilwandige analoge Filter. Zudem ist die Ubertragungsfunktion eines digitalen Filters exakt
rekonstruierbar, wihrend das analoge Filter stark von Baulementetoleranzen abhéngt.
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4.5 Dezimation (=Down-Sampling)

(a) A x(t)
O—G—-& Q—EB—& 0-(3-&
e e o Q o Q
/ \ /7 \ / \
o o o S, @ ©
\c;\Gngﬁ ‘ca\Gﬂgd
] ] 1 ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] 1 ] ] ] ] ] ] |>
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B ] [ Ko
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Bild 4.5: Dezimation eines Datenstroms um den Faktor 4.

Dezimation oder Down-Sampling ist Reduktion der Tastrate durch entfernen von Tastwerten.
Es ist die Umkehrung der im vorherigen Kapitel gezeigten Erhohung der Tastrate.

Das Vorgehen in Bild 4.5:

e Bildteil (a) zeigt ein bandbegrenztes, digitales Signal mit Uberabtastrate OSR>4.

o Bildteil (b) zeigt das Spektrum zu Bildteil (a).

e Bildteil (¢) zeigt das um den Faktor 4 dezimierte Signal aus (b): 3 von 4 Tastwerden
wurden entfernt.

o Bildteil (d) zeigt das Frequenzspektrum der Impulsfolge von Bildteil (¢) nach Reduktion
der Tastrate um den Faktor 4.

Merke: Dezimation oder Down-sampling ist die Reduktion der Tastrate eines Zeitdiskreten
Signals. Ihr geht typischerweise mit ein Tiefpass voran um Aliasing zu vermeiden.
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4.6 Unterabtastung (=Sub-Sampling)

ANALANANANL /]
VYV WV\J\/\;

Bild 4.6: (a) Demodulation eines amplitudenmodulierten Signals mittels Unterabtastung;
(b) Die abzutastende Tréigerfrequenz ist nicht exakt ein ganzes Vielfaches der
Tastfrequenz: Es ergibt sich falschlicherweise ein Differenzsignal; (¢) optimaler (griin) und
schlechtestmoglicher (rot) Abtastzeitpunkt; (d) Tastsignal im Zeitbereich.

Bild 4.6 (a) illustriert, dass Aliasing auch zur Demodulation amplitudenmodulierter (AM)
Signale eingesetzt werden kann.

Bildteil (b) veranschaulicht, dass bei dieser Demodulation von AM-Signalen der Abtastzeit-
punkt immer in der gleichen Phasenlage des Tragersignals erfolgen muss, um dessen Spitzen
zu treffen. Sonst erhélt man statt des besten (griinen) Abtastzeitpunktes den schlechtesten
(rot). Wenn das Frequenzverhiltnis fearrier/fs nicht exakt ganzzahlig ist, ergeben sich zusétzlich
Differenzschwingungen.

Bildteil (¢) illustriert, dass die optimale Phasenlage flir die Abtastung das Maximum (oder
Minimum) der Trigerwelle ist. Das liefert einen maximalen Abtestwert a; bei minimalem
Fehler e1 und somit minimalem es/a:, wobei e; aufgrund von Phasenrauschen des Tastsignals
entsteht. Der Fehler e entsteht bei gleichem Phasenrauschen nahe dem Nulldurchgang a>=0
der Tragerschwingung und ist wegen deren grofler Steigung dort maximal, somit e>/a2—oo.

Bildteil (d) zeigt die positive Flanke des Tastsignals und deutet dessen Phasenrauschen an.
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(@) | Xa)|
/’_\( }/——\

1 l 1 1 1 | 1 1 1 l 1
M fg fg 0 fs M g f

(b) | ()|

~-(M+e) fg -fg 0 fs (M+g) fg

Bild 4.6-2: Demodulation eines bandbegrenzten amplitudenmodulierten (AM) Spektrums
durch Unterabtastung. (a) Die Trigerfrequenz M fs des AM-Signals ist exakt ein ganzes
Vielfaches der Sampling-Frequenz fs. (b) Die Trigerfrequenz (M+¢)-fs mit 0<e<l des AM-
Signals ist kein ganzes Vielfaches der Sampling-Frequenz fs.

Oben ein Vorgriff auf Bild 8.6.1.1 zur Beranschaulichung der Situation im Frequenzbereich.

Merke: Subsampling nutzt Aliasing. Es kommt typischerweise mit einer PLL, um Tastung in
exakter Phasenlage und Freqeunz zu garantieren. (PLL = Phase Locked Loop oder
phasengerastete Schleife.)
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4.7 Raumliches Aliasing (Spatial Aliasing)
(a)

T ¢ & % & 5 4 ¢ & 4 3 4 4 2

(b)
(c)
I S S S L Sl ST S S S S S
(e)
0 it 2 Eo e foe & ¢ & F %

Bild 4.7: Alle Strukturelemente in Bildteil (a) konnen in Bildteil (b) aufgelost werden.
Bildteil (¢) hat eine Grundfrequenz, die aufgeldst werden konnte, aber in (d) nicht wird.
Bildteil (e) hat eine nicht mehr auflosbare, riumliche Frequenz — (f) ist grob fehlerhaft.

Aliasing gibt es nicht nur auf der Zeitachse. Die Graphik oben demonstriert rdumliches
Aliasing (engl.: spatial aliasing).

Bildteil (a) zeigt regelmdBiges Muster von Quadraten. Bildteil (b) die Pixel, mit denen es
abgebildet werden soll. Ob ein Pixel weil3 oder griin wird entscheidet der Pfeil am oberen

Ende des Pixels. Alles Quadrate kdnnen wiedergegeben werden.

Bildteil (¢) zeigt ein Muster von gleben Quadraten, die nach Nyqusit eigentlich dargestellt
werden konnen sollten. Dennoch fehlen einige Quadrate in Bildteil (d).

Bildteil (e) enthdlt rote Quadrate, die auf jeden Fall von einem Pixel getroffen werden
miissen. Allerdigs wird das 3. und 4. Quadrat in Bildteil (f) als Doppelpixel dargestellt..
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S Losungen zu den Aufgaben dieses Kapitels

Ubung 1.3-1: Bis f=Yfs bzw. F=Y.

Ubung 1.3-2: (a) F=%, Q=n/2, (b)F=Y%, Q=n, (c)F=1, Q=2n. Die Graphiken sind
identisch zu Bild 2.1-1.

Ubung 1.3-3: Losungen: (a) F="%, Q=n, (b) F=%, Q=n, (c) F=4/9=0,444, Q=0,8897 (ganze
Wellen zdhlen!). Die Graphiken sind identisch zu Bild 2.1-3.

Ubung 2.1: Die obere Grenzfrequenz des Basisbandes ist fz = %fs = 5 KHz. Die 3 KHz
werden korrekt mit 3 KHz wiedergegeben. Das Signal mit 6 KHz wird mit 10 KHz - 6 KHz =
4 KHz wiedergegeben, das eine KHz oberhalb von fg erscheint also um fg gespiegelt. Das
Signal bei 12 KHz wird bei 10 KHz - 12 KHz = -2 KHz wiedergegeben. Da sich das Ganze
spiegelbildlich auch auf der negativen Frequenzachse abspielt, erhalten wir die zugehoérigen
+2 KHz vom negativen Achsabschnitt. Das 24 KHz Signal letztlich horen wir bei 2-10 KHz -
24 KHz = -4 KHz, also bei 4 KHz.
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